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1. Introduccion

La teoria de composicion de movimientos de sélidos permite determinar el movimiento de
un cierto sélido S, respecto de otro sélido de referencia S; (S,/S;) utilizando otro sistema
0 sélido intermedio So de forma que permita determinar dicho movimiento (S,/S;)
mediante los movimientos de S, con respecto de So (S2/So) Yy de Sp con respecto de S;
(SO/Sl)

Logicamente, tiene sentido utilizar este procedimiento cuando los movimientos de S,/Sp ¥y
So/S; son conocidos o bien son mas faciles de calcular que el de S,/S;. Al movimiento de
S,/So se le denomina movimiento relativo, al de So/S; movimiento de arrastre y al de

S,/S; movimiento absoluto.

Dado el caracter relativo en si de cualquier movimiento!, conviene sefialar que el
convenio establecido para designar los movimientos absoluto, relativo y arrastre no
establece ninguna condicion de privilegio o propiedad especial atribuible a cada uno de
ellos. En realidad, la teoria de composicion de movimientos permite hallar uno cualquiera

de los tres movimentos conocidos los otros dos, lo que permite permutar los conceptos?.

Sea M un punto del sélido S, y OXoYoZo , O1X1Y1Z; los sistemas de referencia ligados
respectivamente a los sélidos Sp y S; (Figura 1). Como el movimiento de un sélido
respecto de un sistema de referencia queda definido por la velocidad de un punto de él y

por su velocidad angular, de acuerdo con lo expuesto se suponen conocidas:

= Movimiento relativo (S,/So):

Como se ha comentado al comienzo del estudio de la cinemética, el concepto de movimiento esta intimamente ligado al
sistema de referencia del mismo.

? Bastaria que hubiese que estudiar el movimiento de S,/So utilizando como sistema intermedio S; para que el anterior
movimiento absoluto pasase a relativo y el relativo a absoluto.
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Figura 1. Composicién de movimientos

2. Composicion de velocidades
Siguiendo con el apartado anterior, para el punto M del sélido S, se verifica en cualquier

instante que

OM =0,0+0M (CM_1)

Recordad que un punto geométrico puede tener distintas velocidades dependiendo de a qué sélido o sistema se
considera que pertenece y de cual es el sistema de referencia del movimiento que se considera.
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Y, por definicién, la velocidad absoluta es la derivada con respecto al tiempo en el

sistema S; de dicha expresion

dO.M
\72'\:? ) ( i J
dt )

do,0
dt

:(i(qmo—mj :ialaj +im‘j
dt dt ') dt )

S

Pero como J =Vy y EWJ _d Wj +@, AOM | con VM =—"
s,

dt )y dt g dt

sustituyendo resulta

VA :dZ):O] +@01AW+d(3tMJ =V + @, AOM +V) (CM_2)
— —_—

Analizando el miembro derecho de esta Ultima ecuacion, los dos primeros sumandos
coinciden con la expresion del campo de velocidades que nos facilitaria la velocidad Vo“f .

Nétese que estamos hablando del movimiento del punto M ya no como perteneciente al
sélido S,, si no como perteneciente al sélido Sy. Ahora, el movimiento So/S; de los puntos
del sélido S, consistira en ligar el sélido S, al sélido Sy, dando lugar al movimiento de
arrastre con respecto a la referencia S;. Esta forma de interpretar la ecuacion anterior
permite reescribir de forma muy sencilla la composicion de velocidades del punto de un

sélido.

M _ oM oM
Vo =V +Vy | (CM_4)

A modo de resumen, la velocidad absoluta (\72'\4 ) es la suma de la velocidad relativa (Vz'\é )

y de la velocidad de arrastre (\7(?4 ). Siendo

= \72'\4, la velocidad que tiene el punto M del sdélido S, con respecto de un

observador ligado al sélido S;. Velocidad absoluta del punto del punto M

= \72'\{'), la velocidad que tiene el punto M del sdélido S, con respecto de un

observador ligado al sélido S,. Velocidad relativa del punto M

. \70'\4, la velocidad que tiene el punto M, ahora considerado del sélido S, con

respecto de un observador ligado al sélido S;. Velocidad de arrastre del punto M.
Nétese que este movimento es fruto de la interpretacion realizada de las

ecuaciones
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Para obtener la expresion de la composicion de velocidades angulares se considera otro

punto P del sélido S, . Analogamente al punto M, el punto P también ha de verificar
GP _ oGP | oGP
Vo1 = Vg +Vy (CM_5)

Pero entre los puntos M y P considerados como pertenecientes al sélido S, o al conjunto
S, Sp, de acuerdo con el campo de velocidades de un sdlido, también se cumplen las

relaciones

= V) =V +@&, APM (CM_6) en el movimiento de S,/S;
= V) =V, +@y, APM (CM_7) en el movimiento de S,/S,

. gM

5 =V, +@y, APM (CM_8) en el movimiento de Sy/S;

Igualando (CM_4) con (CM_6), sustituyendo (CM_7), (CM_8), (CM_5) y agrupando, se puede

escribir:

Uy =Vt + V0 =V} + @, APM =V, + V) + (@, + @) APM (CM_9)
%/_J
3
Como los puntos P y M son cualesquiera del sélido, para que se verifique (CM_9) ha de

cumplirse

@, =Wy + @y, [(CM_10)

Es decir, la expresion para la composicion de la velocidad angular es analoga a la de la

velocidad lineal. La velocidad angular absoluta (@,,) es la suma de la relativa (@,,) y de

la de arrastre (@, ).

3. Composicion de aceleraciones

Para obtener la expresién de la composicidn de las aceleraciones lineales se deriva con
respecto al tiempo la expresion (CM_2) obtenida para la composicién de velocidades

lineales

B dt dt dt dt

éx_dv;fj :(d(V§+cT)01AO—M+\72“Q)] :dvg;j +d(@01Am)] +d\72“3)
dt
Sy S, S Sy Sy

1

Teniendo que

dvi,
dt

j =&, (CM_11)
Sy
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dvy, dvy, MM .
20 =22 4G AVM =8N + @, AVM (CM_12)
dt dt 01 20 20 01 20
S1 So
d (@, AOM da, — dOM v v S
4(@, AOM) =—2 1 AOM + @, A =0, AOM +@,, AVs + @, A @y, AOM
dt dt 01 01 01 20 01 01
Sy - 51 5
& 7
” LOM] +@01AO—M
dt S
oM

(CM_13)
Sustituyendo y operando se obtiene

2 =) + 8 + @y A Gy AOM )+ oy AOM + 23, AVY (CM_14)

Q|

Analogamente al caso anterior, si se considera S, rigidamente unido al S, de forma que
éste continda su movimiento arrastrando a S, los puntos O y M pertenecientes a este

solido conjunto se relacionan mediante el campo de aceleraciones
=M _ =0 | ~ OM - = - OM
8y =ay; + %y AOM + @y, A (@, AOM) (CM_15)

Asi, la expresion de la composion de aceleraciones resulta finalmente

ay =ay +ay +2@y, AV |(CM_16)

Expresion que indica que la aceleracion lineal absoluta (&) ) es la suma de la aceleracion
lineal relativa (éz“(")), de la aceleracién lineal de arrastre (éo“f) y de otro término

complementario denominado aceleracion de coriolis* (2@, AV, ). Siendo
= az“ﬁ, la aceleracion que tiene el punto M del sélido S, con respecto de un
observador ligado al sélido S;. Aceleracion absoluta del punto M

= 3’2'\3, la aceleracion que tiene el punto M del sélido S, con respecto de un

observador ligado al sélido S,. Aceleracion relativa del punto M

= égf, la aceleracién que tiene el punto M, ahora considerado del sélido Sy con

respecto de un observador ligado al s6lido S;. Aceleracién de arrastre del punto M

* Se recomienda ampliar la informacién sobre el efecto de coriolis

http://axxon.com.ar/rev/139/c-139Divulgacion.htm

http://www.classzone.com/books/earth _science/terc/content/visualizations/es1904/es1904page01.cfm?chapter no=19
http://acer.forestales.upm.es/basicas/udfisica/asignaturas/fisica/animaciones_files/tiovivo.swf



http://axxon.com.ar/rev/139/c-139Divulgacion.htm
http://www.classzone.com/books/earth_science/terc/content/visualizations/es1904/es1904page01.cfm?chapter_no=19
http://acer.forestales.upm.es/basicas/udfisica/asignaturas/fisica/animaciones_files/tiovivo.swf
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= 2@, AVy , término no intuitivo que aparece como consecuencia del proceso de

derivaciones que se ha ido realizando. Una mitad de esta aceleracion de coriolis
proviene del hecho de que la variacion con respecto al tiempo de la velocidad
relativa no es la misma cuando el observador esta situado en S;0 en Sy (CM_12).
La otra mitad procede del hecho de que la aceleracion de arrastre sélo tiene en
cuenta la variacion de la velocidad de arrastre con respecto al tiempo con el
observador ligado al solido S; considerando al punto M perteneciente a S; ,

cuando en realidad pertenece a S, (CM_13).

En cuanto a la composicion de aceleraciones angulares, se deriva con respecto al tiempo

la expresion (CM_10)

= :d@lj _d(@y+ ) :d@ZOJ +dcT)OlJ
Loodt g dt dt Jg dt )

Teniendo en cuenta que

da da
20 _ 20 - s
- = T Wy N\ Wy
S So

dt dt
5/_/
do -
- ol j =0qy
dt s,

Se obtiene finalmente

Oy = Oy + Oy + Wy N Wy | (CM_17)

Expresion que indica que la aceleracion angular absoluta (&, ) es la suma de la
aceleracion angular relativa (a,,), de la aceleracion angular de arrastre (¢, ) y de otro

término complementario (@y, A @, ).

4. Movimientos inversos

Conocido el movimiento del soélido Sy con respecto al sélido S; se quiere determinar el
movimiento de S; con respecto a So. Ambos movimientos reciben el nombre de

movimientos inversos.

Para ello se considera un tercer sélido S, coincidente con S; y se aplica la teoria de
composicion de movimientos. Particularizando para este caso las expresiones (CM_4) y

(CM_10) de composicion de velocidades se obtiene

=M _n_ oM |, gM M oM
vy =0=Vy +Vjg = Vjy =—V; (CM_18)
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@y, =0= @y + dy = By =—y (CM_19)

Es decir, la velocidades lineales de cualquier punto comin a ambos sélidos son iguales y

contrarias. También son iguales y contrarias las velocidades angulares.
Analogamente, las expresiones (CM_16) y (CM_17) de la composicion de aceleraciones se
convierte en

a, =0=0a,, + 0y + @y A0y = oy =—a, (CM_20)
%/_/
=0, son ||
=M =M | =M — =M =M =M — =M
a; =0=8) +8y 2@y AVy = 8 =—8y +20 AVy (CM_21)
%,_/
Vip =—Vo1
Expresiones que indican que las aceleraciones angulares son iguales y contrarias, pero

las aceleraciones lineales de puntos coincidentes no, salvo que el término 2@y, AV, sea

nulo. Esto ocurre si:

- @y, =0 = El movimiento es una traslacion

- \70'\{' =0= El punto M pertenece al eirmd, siendo nula la velocidad de minimo

deslizamiento

- @y ||V = El punto M pertenece al eirmd, siendo V,; la velocidad de minimo

deslizamiento
5. Movimiento de s6lidos en contacto

Se consideran dos sélidos Sp y S; que se mueven manteniendo en contacto sus
superficies exteriores de forma que en todo momento ambas admitan el mismo plano

tangente en el punto de contacto M (Figura 2).

A continuacion se va a demostrar la condicion cinematica que corresponde a esta
condicion impuesta al movimiento de S, con respecto a S;. Para ello, se va a considerar
un tercer soélido S, que se mueve de forma que en todo momento coincide con el punto
de contacto de los sélidos Sy y S;. Con el fin de visualizarlo mejor se puede utilizar el simil
del mosquito, asi, el solido S, es un mosquito que constantemente se encuentra atrapado
en el punto de contacto de ambos solidos. A lo largo de su movimiento, su trayectoria con

respecto a Sg es una curva C, contenida en su superficie, siendo por tanto su velocidad
\72“3 con respecto a S, tangente a Cy y contenida en el plano tangente comin a Spy S; en

M. Analogamente, su trayectoria con respecto a S; es una curva C; contenida en su
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superficie, siendo su velocidad \72“{' tangente a C; y contenida también en el plano

tangente comin a Spy S; en M.

Figura 2: Movimiento de sélidos en contacto

Por composicion de movimintos se sabe que

Vyl =Vot +V0 = Vgt =V —Vpe (CM_22)
Es decir, cuando dos sélidos se mueven permaneciendo en contacto la velocidad relativa
del punto de contacto \70'\{' también estard contenida en el plano tangente comun, siendo
ésta la condicion cinematica buscada. A esta velocidad \70'\{I se le denomina velocidad de
deslizamiento® entre los dos solidos.

El movimiento de Sy con respecto a S; viene definido por la velocidad de un punto y la
velocidad angular, pero la condicién cinematica determinada establece que ambas
velocidades no pueden ser fijadas arbitrariamente, sino que han de ser tales que al
calcular la velocidad del punto M de contacto, ésta debe estar contenida en el plano

tangente comun a ambos sélidos.

El movimiento se puede definir con la velocidad del punto M de contacto \70“{' , es decir, la

velocidad de deslizamiento, y la velocidad angular @,,. Es costumbre descomponer ésta

No confundir con la velocidad de minimo deslizamiento. La velocidad relativa del punto de contacto puede ser minima o
no serlo, pero lo que si debe cumplir es que esté contenida en el plano tangente comun por el punto de contacto.
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tltima en dos componentes, una perpendicular al plano tangente comin denominada

pivotamiento (, ) y otra paralela al plano tangente comun denominada rodadura (@, ).

Si la velocidad de deslizamiento es nula se dice que los sélidos ruedan y pivotan sin
deslizar, aunque, por simplicidad, habitualmente se emplea que ruedan sin deslizar®,

dando por sobreentendido que con ello no se excluye el pivotamiento.

Con objeto de fijar ideas, a continuacion se describe graficamente un caso practico que
se presenta con bastante frecuencia en aplicaciones de ingenieria y, por tanto, en los

problemas de cinematica.

Se considera un disco de radio R que se desplaza en linea recta rodando sin deslizar con
velocidad angular @ (Figura 3). Utilizando la teoria de composicion de movimientos’, este
movimiento se puede estudiar como la composicién de una traslacién en la que todos los
puntos del disco se transladan con la velocidad v del centro O, con la rotacién alrededor

del centro O del disco con la velocidad angular @ .

Traslacion (01) Rotacion (20) Absoluto (21)
Zol

Figura 3: Rodadura sin deslizamiento de un disco

Como el disco no desliza, la velocidad del punto M de contacto en cada instante entre el
disco y el suelo es nula. En la figura 3 puede comprobarse que la velocidad de

deslizamiento se anula sélo cuando @ =Vv/R (que es el caso, por ejemplo, de la rueda
de un coche cuando se desplaza por en linea recta®). Si @ <V/R, entonces Vy >V y

el disco desliza en el sentido de la marcha (por ejemplo, la rueda de un coche cuando

® http://www.sc.ehu.es/sbwebl/fisica/solido/rodar/mov_rodar.htm#Movimiento%20de%20rodar%20sin%20deslizar
http://acer.forestales.upm.es/basicas/udfisica/asignaturas/fisica/animaciones_files/rodadura.swf

" En este caso, el disco es el sélido S,, el suelo el solido S; y el intermedio S, es un sistema OXoYoZo que acompaiia al
centro O del disco.

8 En este caso, la rueda es el solido S, el pavimento el sélido S; y el intermedio S, es el eje del coche en el que esta
anclada la rueda


http://www.sc.ehu.es/sbweb/fisica/solido/rodar/mov_rodar.htm#Movimiento%20de%20rodar%20sin%20deslizar
http://acer.forestales.upm.es/basicas/udfisica/asignaturas/fisica/animaciones_files/rodadura.swf
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frena sobre un pavimento deslizante). Sin embargo, si @ >V/R, entonces \70“{' <\72“§ y el

disco también desliza pero en el sentido contrario al de la marcha (ahora seria, por

ejemplo, la rueda de un coche patinando al tratar de abandonar un suelo arenoso).
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